ІІ етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2013 рік
6 клас
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1. Розшифруйте запис. Однаковими літерами позначені однакові цифри, різними – різні.
Вказівка:

Відмітимо, що м=1, с=6 (інші цифри не можуть задовольняти умову задачі). Замість літер і, н, у можна підкладати цифри 0,2,4,8 у довільному порядку, окрім і=8. Отже, може бути 
[image: image91.png]


 різних відповідей, окрім шість випадків при і=8.
Відповідь: 18 різних відповідей, 10246 – одна із них.
2. [image: image86.png]


Прямокутник складається з шести квадратів. Знайдіть сторону найбільшого квадрата, якщо сторона найменшого з них дорівнює 1 см.
Вказівка:

Нехай х – сторона найбільшого квадрата.
Тоді виконується рівність:
  х+(х–1)= (х–2) +(х–3) +(х–3). Отже, х=7.

Відповідь: 7 см.
3. Скільки разів на добу стрілки годинника утворюють прямий кут?
Вказівка:  
За годину стрілки годинника утворюють два рази або за дві години підряд три рази прямий кут. Тому за шість годин підряд вони одинадцять разів, а за 24 години 44 раз утворюють прямий кут.
Відповідь:44.
4. Сашко, Борис і Василь збирали гриби. Борис знайшов грибів на 20% більше, ніж Сашко, але на 20% менше, ніж Василь. На скільки відсотків більше грибів знайшов Василь, ніж Сашко?
Вказівка:

Нехай Борис зібрав х грибів. Тоді Сашко – 0,8х, а Василь – 1,2х грибів. Василь зібрав на 
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 більше грибів, ніж Сашко, що складає 50% від того, що зібрав Сашко
Відповідь: 50%.
7 клас

1. До числа 13 справа та зліва приписали по одній цифрі так, щоб отримане число було кратне 45. Знайти це число.
Вказівка:

Шукане число кратне 5. Тому остання цифра 0 або 5. Але воно також кратне 9. Тому сума його цифр ділиться на 9. Можливі випадки: 1) остання цифра 0, тоді перша 5, 

2) остання цифра 5, тоді перша 9.
Відповідь: 5130, 9135.
2. У родині 4 особи. Якщо Марійці підвищити стипендію удвічі, то загальний прибуток усієї родини зросте на 5%, якщо замість цього мамі підвищити зарплату удвічі, то –  на 15%, а якщо ж підвищити удвічі зарплату татові, то – на 25%. На скільки відсотків зросте прибуток усієї родини, якщо підвищити удвічі пенсію дідусеві?
Вказівка: 
Нехай x – стипендія Марійки, у – зарплата мами, z – зарплата тата, t – пенсія дідуся. Тоді за умовою задачі :
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Відповідь: 55%.
3. У ставку водяться карасі і окуні. Два рибалки піймали 70 риб, причому 5/9 улову першого рибалки складали карасі, а 7/17 улову другого - окуні. Скільки риб спіймав кожний рибалка?
Вказівка: 
Нехай х – улов другого рибалки. Зрозуміло, що х менше 70. 
Оскільки 7/17х складали  окуні, то х кратне 17. Значить х – одне з чисел 17, 34, 51, 68. Аналогічно 70-х кратне 9. Оскільки 70-х одне з чисел 43, 36, 19, 2, то 70-х =36 і х=34.
Відповідь: Перший рибалка спіймав 36 риб, а другий – 34 риби.
4. [image: image87.png]


Учитель намалював на дошці шестикутник, сторони якого дорівнюють 1, 2, 3, 4, 5 та 6 см (не обов’язково саме у такому порядку). Чи могло трапитися так, що всі кути такого шестикутника виявилися рівними між собою? Відповідь обґрунтуйте.
Вказівка:

Розглянемо правильний трикутник зі стороною 9. Проведемо прямі паралельні сторонам трикутника, як показано на рисунку. Утвориться шестикутник, сторони якого дорівнюють 1, 2, 3, 4, 5 та 6 см, а кути отриманого шестикутника по 120(. 
Відповідь: могло таке трапитися.
5. [image: image88.png]


Іванко і Петрик на уроці креслення намалювали пуголовків (чотири кола на малюнку – одного радіуса, трикутник – рівносторонній, горизонтальна сторона цього трикутника – діаметр кола). Який з пуголовків має більшу площу?
Вказівка: 
Проведемо лінії через точки дотику кіл, як показано на рисунку. Вони відтинають від кіл рівні фігурки. Тому площі пуголовків рівні. 
Відповідь: площі пуголовків рівні.
8 клас

1. Відомо, що a+b+c=5 та ab+bc+ca=5. Знайдіть a2+b2+c2.
Вказівка:
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Відповідь: 15.
2. Шахіст зіграв 40 партій в шахи та одержав у сумі 25 очок (за кожну перемогу – 1 очко, за нічию – 0,5 очок, за поразку – 0 очок). Знайдіть різницю між кількістю його перемог і кількістю його поразок.
Вказівка:
 Нехай в шахіста було х – виграшів, у – програшів та z – нічиїх . Тоді x+y+z=40 та
x+0,5y=25. Зауважимо , що x-y= 2(x+0,5z)-(x+y+z)=2(25-40=10.
Відповідь:10.
3. Чи може число, сума цифр якого дорівнює 2013, бути квадратом цілого числа? Відповідь обґрунтуйте.
Вказівка:

Оскільки сума цифр шуканого числа дорівнює 2013, то це число ділиться на 3, але не ділиться на 9. Це означає, що задане число не може бути квадратом цілого числа.
Відповідь: задане число не може бути квадратом цілого числа.

4. В одній чверті лісу зрубали 20% дерев, у решті - 10% дерев. Який відсоток дерев зрубали в усьому лісі?
Вказівка:

Нехай в лісі росте х дерев. Тоді у чверті лісу зрубали 0,2(0,25(х дерев, а у решті – 0,1(0,75(х дерев. Разом 0,05х+0,075х=0,125х дерев. Отже, в усьому лісі зрубали 12,5% всіх дерев.
Відповідь: в усьому лісі зрубали 12,5% всіх дерев.
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5. У трикутнику 
[image: image6.wmf]ABC

 бісектриса 
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 дорівнює відрізку 
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 Знайдіть кут 
[image: image9.wmf],
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Вказівка: 
У рівнобедреному трикутнику AEC проведемо медіану EF. Тоді AF=FC=
[image: image11.wmf]AB
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. Отже, (ABE=(AFE (за двома сторонами і кутом між ними). Тому (ABE=(AFE=90(.
Відповідь: (ABC=90(.
9 клас
1. Знайти всі натуральні числа 
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, для яких 
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є степенем числа 3.
Вказівка: 

Очевидно, що 
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Відповідь: а=2.
2. Доведіть нерівність 
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Вказівка:
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3. Андрій хоче купити 3 олівці та 1 ластик, кожний з яких коштує цілу кількість монет. На все це у нього є 100 монет. Відомо, що 175 олівців коштують дорожче ніж 125 ластиків, але дешевше ніж 126. Чи вистачить Андрію цих монет, щоб здійснити покупку?
Вказівка: 

Нехай х – вартість олівця, а у – вартість ластика. За умовою 
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. Якби Андрію вистачило грошей, то 
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. Безпосередньою перевіркою встановлюється, що на проміжку 
[image: image28.wmf](

)

y

y

72

,

0

;

714

,

0

 при натуральних числах 
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 не має цілих чисел. Тому Андрію не вистачить грошей.
Відповідь: ні.
4. [image: image90.png]


У трикутнику дві медіани взаємно перпендикулярні  і  дорівнюють 18 см і 24 см. Знайдіть площу цього трикутника.
Вказівка:

Оскільки F точка перетину медіан, то FD=
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Як відомо, медіани трикутника ділять його на шість рівновеликих трикутників. Тому 
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Відповідь: 288 см2.
5. Розв’яжіть рівняння 
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 для всіх значень параметра а.
Вказівка:

При а=(3 рівняння не має змісту.
При а((3 рівняння можна перетворити до вигляду 3(а+1)х=а-6.

При а=-1 рівняння розв’язків не має. У противному випадку 
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Відповідь: При а=(3 рівняння не має змісту.
При а=-1 рівняння не має розв’язків.

При а((3 і а(-1 рівняння має розв’язок  
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10 клас

1. Розв’яжіть систему рівнянь 
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Вказівка:
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Відповідь: х=2, у=0.
2. На стороні АВ чотирикутника ABCD відмітили таку точку К, що трикутник CKD рівносторонній, а на стороні CD – таку точку N, що трикутник ANB рівносторонній. Доведіть, що ABCD – трапеція або паралелограм.
Вказівка:
Оскільки (KBN=(KCN=60(, то точки K,B,C,N лежать на одному колі. Аналогічно,  (KАN=(KDN=60(. Тому точки K,A,D,N також лежать на одному колі. Отже, (BCN=(AKN=180(–(АDN ((BCN+(ADN=180(. Тому прямі ВС і AD паралельні. 
Відповідь: ABCD – трапеція або паралелограм.

3. Розв’яжіть рівняння 2013x = y2+y-2, де x, y ​–  натуральні числа. 
Вказівка:

Оскільки y2+y=у(у+1) – парне число, то задане рівняння не має розв’язків.
Відповідь: не має розв’язків.
4. Послідовність чисел починається з 7. Далі кожне наступне число це сума цифр квадрата попереднього числа збільшеного на 1. Знайти число, яке буде написане на 2010-му місці.
Вказівка:

Виконаємо задані в умові операції. Отримаємо числа: 7 – початкове число,
72+1=50, 5+0=5 – друге число, 52+1=26, 2+6=8 – третє число, 82+1=65, 6+5=11 – четверте число, 112+1=122, 1+2+2=5 – п’яте число і т.д.
Помічаємо, що п’яте число дорівнює другому. Це означає, що кожне третє число повторюється.
На 2010-му місці буде число 8.
Відповідь: 8.
5. Знайдіть всі непарні функції, які визначені на множині дійсних чисел і набувають дійсних значень та задовольняють рівність f(x+1)+x(f(x‑1)=x2+1.
Вказівка:

Зробимо підстановку x:=-x в початкове рівняння. Оскільки функція непарна, то
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,  –f(x–1)+x(f(x+1)=x2+1. Розв’язавши систему рівнянь відносно f(x+1) та f(x–1) отримаємо, що  f(x+1)=x+1,  f(x)=x. 

Перевірка показує, що функція f(x)=x, 
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Відповідь: f(x)=x, 
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11 клас
1. Побудувати графік функції:
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Вказівка:
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Відповідь: 
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2. Відомо, що 
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Вказівка:
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3. Дано опуклий чотирикутник АВСD такий, що  
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Вказівка:

Нехай 
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Отже, тим самим доведено, що трикутник BCL рівнобедрений і 
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Відповідь: 
[image: image75.wmf].

CL

BC

=


4. Обчисліть 
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Вказівка:
За формулою суми членів арифметичної прогресії 
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 EMBED Equation.3  [image: image83.wmf]4024
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Відповідь: 
[image: image84.wmf]4024
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5. Два купці купили у місті однакову кількість товару по одній і тій же вартості та повезли кожен в своє село продавати. Перший продавав товар в два рази дорожче від закупівельної ціни. Другий спочатку підняв ціну на 60%, продав четверту частину товару, потім підняв ціну ще на 40% і продав решту  товару. Хто з них отримав більше грошей? Відповідь обґрунтуйте.
Вказівка:   
Нехай х – закупівельна ціна товару, який купив кожний із купців. Тоді 2х – кількість грошей, які отримав перший купець і 
[image: image85.wmf]x

x

x

08

,

2

75

,

0

6

,

1

4

,

1

25

,

0

6

,

1

=

×

×

+

×

 – кількість грошей, які отримав другий купець.   
Відповідь: Другий.
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